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Letbc be a t - (v, k, A)-design and M c V with t s m := IMI. Then we call for 0 sj zs m 
‘yi:= J{B E bl IB n MI =j}l 
the jth intersection umber of M in b. In this paper is proved, that 
&j=A’ (~~~)-‘*%(-l~(:)(:)(II:)+ 
+ (-l)r+j+l . m$‘(t+;-i)(t+;- I)&,+,+, 
r=O 
holds for 0 s j G m and arbitrary M c V with t d m = IMI. From these equations r I?” can derive 
several necessary conditions for the existence of t-designs and also non-existence theorems. We 
proved here for instance the following 
eorem: If 5 up and p + 2 are twin primes, then for n : = (p + I)/6 a (6n - 2) - 
(12n + 5, 6n + 1, n + 1).design does not exist, although the divisibility -conditions 
and the generalized Fibher-iwquality are fulfilled. 
Vorbe 
Fib eine endliche Menge V und nichtnegative ganze Z len r und s 
r+sSv:= IV1 bedeute 
und 
i 
12-36SX/8g/$3.S0 @ 19 
es s . 
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(Rf 9 E (,“,): t 
b R,,:={B\RIBEb, REB, B n S = 0). 
Statt bR,B schreiben wir einfacher bR. 
Sei jetzt 06 t s k gegeben. Gilt dann fur b c stets 
]brj = il mit einem festen il E M, so hei& b ein (einfaches) t - (v, k, a)-design 
tiber V. 
F;iir ein t - (v, &, Q-design sind bekanntlich die Zahlen b, s : == 1bR,J von der 
speziellen Wahi der Mengen K und S unabhgngig, falls r + s ~2 t ist, und man hat 
dann 
b,,=A* (“,r;“) l P-J. 1 t-1 
(Dies ist anscheinend zum erst2n Ma1 von Gross in [3] bewiesen worden.) 
Aus (1) folgt sofort 
b = r,s br+r,s +&,+I. 9 (2) 
Wir setzen zur Abkiirzung noch b, : = b,,” und 6 :=E bO. 
DaS die Werte b, 6 ganzzohlig sein mtissen, ist nattirlich eine notwendige 
Existenzbedingung fur r-designs, es sind dies die sog. Teilbarkeitsbedingungen. 
Eine weitere wichtige notwendige Existenzbedingung ist die von Ray- 
Chaudhuri und Wilson in [9] verallgemeinerte Fisher-Ungleichung: 
1st b ein 2s - (v, k, a)-design, so gilt b 2 
0 
z , und 
(39 
- 11 
\ . 
ist b ein (2r + 1) - (v, k, Qdesign, so gilt b z* 2 - 2’ 1 
s f’ 
Einen Beweis von (3) findet man z.l% in [l]. ‘Ein t-design hei& tight-design, 
wenn in (3) Gleichheit herrscht. ober tight-designs existiert eine umfangreiche 
Literatur (im Falle t 2 4 meist Nicht-Ex&enzsgtzc). Auf dicsen Frngenkreis wird 
jedoch hier nicht ntiher eingeganget#. 
Ein Parametequadrupel (t, V, k, a), fur welches sowcJ~l die Teilb- 
arkeitsbedingungen als au& (3) gelten, wollen wir hier zul%sig nennen. 
ie Zul%ssigkeit eines Parameterquadrupeis i % aber bei weitem noch keine 
hinreichende Existenzbedingung, so existiert z.B. kein 4 - (15., 5, l)-design. (Siehe 
dzzu [7).) 
Als weitere notwendi enzbedingun noch die “linear 
elsarte 12) erwiihnt, ichtexistenz ein 
o existiert danach z 
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6 - (20,10,7)-design. Es gibt jedoch nicht einmal ein 5 - (19,9,7)-design, was in 
[S] gezeigt wurde. 
Hierbei spielten wohl zum ersten al die von Mendelsohn in [6] behandelten 
Schnittzahlen von t-designs eine entscheidende Rolle. Auf sie und ihre Verallge- 
meinerung wird im ntichsten Abschnitt n%her eingegangen. 
Wir benstigen noch zwei weitere bekannte kombinatorische Tatsachen, 
ngmlich 
(4) 
Jedes t - (v, k, Q-design ist gleichzeitig em 
k - (v, k, b&design fiir jedes 0 G h, G t. (5) 
WBhrend man einen Beweis von (4) in Kombinatorik-Lehr btichem findet 
(siehe etwa Satz 1.30 in [4]), sieht man (5) sehr schnell so: 
Sei 16 ein t - (v, k, A)-design Giber V. Dann ist zu zeigen: Fur alle H E 
V 0 h gilt lbHl = bh, was ja nach DcfiniGon von bb stimmt. 
In [6] iinat MendeJsohn fur jedes B E b und 0 s i $2 k die S&n&-~ hJ,en 
definiert und gezeigt, da8 fiir diese Zahlen gilt: 
Allgemeiner sei nun M c II beliebig gewghlt mit IA41 = m und t 6 PIZ. Dann 
gelte far OGism: 
ai beige die ite Schnittzahl von M in b. 
Wir beniitigen hier eine Formael fur ao, die wohl zuerst von 
bewiesen wurde. Da elne solche Diplomarbeit i.a. r: icht leicht zugtinglich ist, 
sie und ihr Beweis hier mitgeteilt: 
iotrowski (1977)). §ei b eird t - (v, k, Q-design iiber V und 
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eweis. Mit Induktion nach m wird zun 
Dies ist ftir m = 0 sicher richtig. Sei alscs t’7) fiir ein m 2 0 s&on bewiesen. S:tzt 
mannunM=fiti{x}firME ,Ej~~isttiri=O,l,.,..,m+1: 
m+l m+l m+l 
z ‘-Oil& lfd= Is t-v c lbl+ c t-v c lfb”{x,l 
i=O i i=o k(Y) IE(i!l) 
= 2 e-v c hl - St (-3 c IuJ{x})A i=o ZE(T) i-0 I&?] 
( ) * 
(* ): Ic der ersten Summe gibt i = m + 1 keinen Beitrag, in der zweiten i = 0. 
Dana kndextransformation in der zweiten, Summe und Beachtung von (b,,), = 
b fU{x}’ 
( * * ): Nach Induklionsvoaaussetzung fiir b und b(,). 
(* * *): Wegen (2). 
Damit gilt (7). ier ist zun&st 
i=r) 
i C lb,1 2: i (-l)i(y)bie 
43 
i=O 
“Welter hat man: 
,J)lBeb, JsB, JE 
(B,J)(BEb, lBnMI=rJ( =t (;)G 
r=j 
Also folgt: 
k 
r-l 
=1 
r=t+l. 
ar(-l)‘(-I)‘-‘-‘(r _ t J = (--ly+ 
as, bewiesen. 
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Wir zeigen nun: 
Ist b ein t - iv, k, A)-design iiber der Grundmenge V und ist 
= : m, so.gilt fiir die j te (0 G j 6 t) Schnittzahl (Yj von M in b: 
aj=i (-~)~(ir)(~)b~+(-l)‘+‘+‘~~* (t+:-?(,+;,l)ag+r+l* (8) 
r=j 
Bevor Satz 1 bewiesen wird, betrachten wir ein Beispiel als Veranschaulichung: 
Angenommen, es existiert ein 13 - (32,16,3)-design iiber V. ie man leicht 
nachrechnet, ist dies ein zuliissiges Parameterquadrupel. J tzt wahlen wir M s V 
mit m = IM I= 15 beliebig. Dann gilt fiir M gem%0 Satz 1: 
cy1= 105 - (14ar,, + 195Y15). 0) 
Jetzt wghlen wir M nachtrgglich so, daf3 M in wenigstens einem der B E b 
enthalten ist. Dann ist cy15 2 1. Also folgt aus (t) sofort 
cy1 -I- 14ky14 + 191i(cu*5 - 1) = -90, 
was aber unmoglich ist, weil lyl, aI4 und (aI5 - 1) nichtnegative ganze Zahlen 
sind. Daher kann ein solches design nicht existieTer$. %Gr werden im ntichsten 
Abschnitt dieses Aufsatzes ein wesentlich allgenreiur;?;:s Resultat herleiten. 
Doch nun zum Beweis von Satz 5. 
Wir zeigen zuntichst : 
1st 8 ein t - (v, k, Q-design tiber V und ist M c V ml; 1 M I= m 2 t, so gilt fiir 
OGjGt: 
z (pi = (p?i. (9) 
Im Falle t = 0 heil3t das CEO Cui = b0 = b, was stimmt. Wir nehmen nun an 5aB 
(9) fiir jedes (t - 1) - (v, k, Q-design mit festem t 2 1 fur 0 s j 6 t - 1 richtig ist. 
Sei nun b ein t - (v, k, il)-design. Welgen (5) ist b gleichzeitig ein (t - 1) - 
(v, k, A*)-design mit 
Also stimmen die Gleichu 
andern sich ja bei festem 
von (9) mit Zj und berechnen sukzessive 
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Die letzte dieser neuen Gleichungen ist dann 
( ) c+lq) + cYr + 
t ( > m-l -1 t-l cut+1 +*-•+ ( > t-l am = 2 (_l)i+l+(rmod2)(mjbi. (10) i=O i 
rseits galt fur jedes t - (v, k, A)-design 
ao+ (-l)‘(at+l+ (‘: l)a;,2+ l l l + (” r ‘Jam) = i (-l)i(y)bi. (6) 
i=O 
eide Gleichungen zusammen ergeben 
(11) 
und dies ist gerade die Gleichung E; fur unser t - (v, k, A)-design b. 
Damit ist (9) bewiesen. Cl 
Die Behauotung (8) entsteht aus einer Umformung des Gleichungssystems (9). 
Dies sieht man so: 
Aus (1 l), also der Gleichung z, von (9), ergibt sich sofort 
cu, = 0 m b,- t 
was die Aussage (8) im Falle j = t ist . Gilt nun (8) schon fur j = t, t - 1, . . . , t - s, 
so setze man in der (t - s - I)-ten Gleichung von (9) die durch (8) im Falle j = t, 
b--f,...? t -s schon bekannten Werte von ai ein. Dann erhglt man (mit 
einigem Augwand an elementaren Rechnungen) die Behauptung fur j = t -s - 1 
in (8). amit ist Satz 1 bewiesen. 0 
Es sei noch angemerkt, da8 aus (9? durch zweifache Spezialisierung das zu 
Beginn dieses Abschnittes zitierte Resultat van Mendel-sohn folgt: Man wfihle in 
(9) m : = k und &f : = B ein Block aus b. Dann ist Q = 1, und dies ergibt, in (9) 
eingesetzt ., das Mendelsohnsche Ergebnis. 
Aus Satz 1 
xistenzstitze fur 
dazu angegeben. 
lassen sic notwendige Existenzbedingungen und Nicht- 
t - (v, k, Q-designs gewinnen. Es seien hier einige Beispiele 
. eien 111 =Q und zahlz willinge. ann gilt fiir n := (p + 1)/6: 
, 06~0 iese eter 
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. Angenommen, b ist ein (6n - 8) - (12 
nach (1) fir jedes 0 G r G t die hl 
- 5, @-design. 
6 = l r n ‘;; I,71:‘)(6n; 1)-l= (;;2;1;)((6n + 1)(6n - 1))~’ 
eine ganze Zahl, da 6n + 1 und 6n - 1 nach Voraussetzung beides 
sind, die zwischen 6n - 4- r und 12n - 7 -t liegen. 
arkeitsbedingungen erfiillt . AuSerdem gilt die Fisherungl 
Induktion zeigen kann. 
Nun wtihben wir B E 6 und berechnen ach Satz 1 (unter eachtung van 
1y6r+~ = 1fir dieses 23): 
Nach (4) gilt hier 
Weiter ist 
n 
(324 n4 - 756n3 + 355n* + 48n - 17). 
So ergibt sich insgesamt 
a0 + ati_7 + (6n - 7)(~6n_~ = -(n - 
was ein 
bewiesen. Cl 
zur tnegativittit &i iSt. ii is 2 
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3. Sei t eine geaade Zahl. Dann gilt 
(1) Irn Falle k = t + 2 folgt aus 
v=2t+5, daub- (t+l)‘(‘+4)seinmua 
2t + 4 9 
v=2t+6, da/IA3 (t + 1) . (t + cir sein 
3t + 6 
muS 
9 
v=2t+7, daBAa- 
3(t + I) l (t -i 6) 
(t + 5) l (t + 6) s- 12 sein muQ* 
(2) Im Falle k = t + 3 folgt aus 
v=2t+7, daS3A 
( 
16 
t-2+- 
t+6 
3 (t + 1) . (t + 2) sein mu& 
v=2t+8, daB3A t-3+ 
28t + 176 
(t + 6) l (t + 8) 
3 (t + 1) l (t + 2) sein mu& 
96 
v=2t+9, daN(3t-lO+- 
\ t+8 
3 (t + 1) l (t + 2) sein mu& 
eweti. Sei zungchst k = t I'- 2. Danr folgt mit (4) zuntichst 
und es gilt weiter 
und damit insgesamt mit Hilfe von Satz 1: 
W%hlt man fir ein hypothetisches t - (v, t -t 2, A)-design iiber V tir M = B ein 
Block dieses designs, so ist CY,+~ = 1 und damit 
a!()+ t&+1 = -(t+l)+a(vJ~1~((v~~~2)+(t+2)~(v-t-l)-l). 
die ai nichi negaiiv sein d&fen, ergeben sich beim Einsetzen fiir v = 2t -I- 5, 
angegebenen Bedingungen fiir A. Genauso verfihrt man im 
( 
t-t-3 - 
i=O I’ ) 
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und weiter hat man 
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=-(t+3)(t+2)~(v-:-‘)(v~t)-1~~+(t+3)a(v-t-2)(v~t)-1 
-l + (t + 3) l 0 + 2) _ @ + 3) + 1 
2 
. 
Wieder w%hlen wir ftir ein hypothetisches t - (v, t + 3, A)-design fiir = B ein 
Block dieses designs. Dann ist at+3 = 1 und Satz 1 liefert zusammen mit den eben 
durchgefihrten Rechnungen fir cue + CU,+~  (t + l)ou,+* den Wert 
(t + 1) l (t d- 2) 
2 
+a(V,f)-'(V~+~3)+ 
a l ((t + 3)(v - t - 2)((t + 2)(v - t - 1) - 4) + 1). 
Aus der Nichtnegativittit dieses Ausdrucks ergeben sich beim Einsetzen ftir 
v = 2t + 7, 2t + 8, 2t + 9 die angegebenen Ungleichungen. 
Damit ist Satz 3 (modulo Rechenarbeit) bewiesen. 0 
Wir schliesen mit einem 
Korollar zu Satz 3. I% existiert kein 12 - (29, 14,4)-design und kein 26 - 
(58,28, 8).design, obwohl diese Parameter zuliissig sind. 
Beweis. Sei zungchst ein 12 - (29,14,4)-design gegeben. Wir wenden Satz 3 im 
Falle k = t + 2 und v = 2t + 5 an und erhalten als Existenzbedingung ila 52/7, 
was nicht stimmt. Entsprechend ergibt sich ftir ein 26 - (58,28,8)-design mit Satz 
3 im Falle k = r + 2 und v = 2t + 6 als Existenzbedingunsr ila 72/7, was nicht der 
Fall ist. III 
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